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Die Abtasttheoreme der Sequenztechnik 
Henry Langer und Beate Meffert 
1. Einleitung 
Ausgehend vom System der Walshfunktionen, das 
die signaltheoretische Basis der Sequenztechnik bil­
det, nahm Harmuth 1964 mit dem Begriff "Sequenz" 
eine Verallgemeinerung des Begriffes "Frequenz" vor 
[1, 2j. Er definierte die Sequenz einer Funktion als 
die mittlere halbe Anzahl der Nulldurchgänge (Vor­
zeichenwechsel) im halb offenen Intervall e E [0, 1) 
mit 0 = t/T, T Periodendauer [3, 4]. Damit wird es 
möglich, die auf der Fourieranalysis beruhenden Ab­
tasttheoreme der Frequenztechnik zu verallgemeinern. 
Es soll gezeigt werden, daß ein Abtasttheorem der 
Sequenztechnik für spektral begrenzte und eins für 
zeitbegrenzte Signale existieren. 
2. Das Abtasttheorem für spektral begrenzte Signale 
Es lautet [5]: 
Wenn das Sequenzamplitudenspektrum C(p.) einer 
kontinuierlich verlaufenden Zeitfunktion f(O) nur 
Sequenzen im Bereich 0 � 1-l < 2J-lg, /-lg = 2k, k = 0, 
± 1, ± 2, . . . enthält, also sequenzbandbegrenzt ist, 
so ist der durch die Zeitfunktion repräsentierte Vor­
gang vollständig bestimmt, wenn man die Wertefolge 
der Amplituden f(v!JO) in allen Punkten vLIO im Ab­
stand LIO � 1/2 /-lg kennt (p. Sequem:, /-lg Gn:nz­
sequenz). 
Dieses Theorem läßt sich wie folgt beweisen. 
Aus der Sequenzbandbegrenzung ergibt sich: 
C(p.) = 0 für J-l < 0 und p, ;;-;; 2p,g. 
Für den sequenzbegrenzten Zeitvorgang gilt: 
2p,g 
f(O) = J C(p.) wal (/t, 0) dp, , 
0 
wal (p., 0) Walshfunktion. 
(1) 
(2) 
Da das Integral nicht den restlichen Sequenzbereich 
umfaßt, kann man an Stelle C(p,) = 0 einen beliebigen 
Verlauf von C(p.) annehmen, d. h., man kann das 
Spektrum C(p.) mit der Periode 2ttg periodisch fort­
setzen. Es soll mit Cper(p.) bezeichnet werden. Dann 
gilt: 
2p,g 
/(0) = J Cper(p.) wal (p., 8) df.l. 
0 
(3) 
Cper{p.) kann in eine Walshreihe entwickelt werden, 
die zu einem diskreten Spektrum führt, dessen zu­
gehöriger Bildbereich hier der Zeitbereich ist. 
Die Walshreihendarstellung der periodischen Funk­
tion Cper(p.) ergibt: 
v=O 
Cper(P-) = L A(v) wal (v, p,). (4) 
0() 
A(v) sind die Walshkoeffizienten der Funktion Cper(p.). 
Da sie im Zeitbereich liegen (Abtastpunkte), d. h. der 
Sequenzbereich mit dem Zeitbereich vertauscht ist, 
vertauschen sich auch p, und (:) in der Walshfunktion. 
0 nimmt ganzzahlig diskrete Werte v an. 
Das Bestimmungsintegral für die Koeffizienten 
(Walshtransformation) ergibt: 
2p,g 
A(v) = l/2P,g J Cper(P,) wal (v, p,) dp,. (5) 
0 
Tastet man die Zeitfunktion /(8) in Abständen von 
LIO = 1/2 P,g ab, erhält man für die Abtastwerte ent­
sprechend GI. (3) 
Unter Berücksichtigung der Symmetrieeigenschaft 
der Walshfunktionen 
wal (v, p,) = wal (p,, v) 
folgt aus GI. (5) und (6) 
1 
LIO = -, 
2{-lg 
(7) 
Diese Gleichung besagt, daß die Koeffizienten A(v) 
der in eine Walshreihe entwickelten periodischen 
Funktion Cper(p,) über den Proportionalitätsfaktor 
2!t9 den Abtastwerten der Zeitfunktion in den Ab­
ständen vf2p,g, d. h. bei e 
= 
0; 1/2/-lg; 2/2/-lg; 3/2{-lg 
gleich sind. 
Es muß noch bewiesen werden, daß die Werte der 
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kontinuierlichen Zeitfunktion zwischen den Abtast­
punkten vLlO durch Überlagerung benachbarter Funk­
tionen eindeutig bestimmt sind. 
Ausgehend von GI. (4) erhält man mit GI. (7): 
00 
CperGu) = L [1/2p,9]/(vf2p,9) wal (v, p,), (8) 
V"'O 
wenn CperGu) allein durch die Abtastwerte im Zeit­
bereich bestimmt sein soll. Mit dem CperGu) der GI. (8) 
muß der kontinuierliche Zeitvorgang f(O) vollständig 
beschreibbar sein. Dazu wird GI. (8) in GI . (3) ein­
gesetzt: 
2pq [ 00 
] 
!(0) = 1 [l/2p,9] 
v
L;,[<vf2p,9)wal(v, p,) wal(.u,(J)dp, 
(9) 
oder 
<Xl 2p.g 
f(O) = [1/2p,9] L f(vj2p,9) J wal (v, p,) wal (ft, 0) dp, . 
v=O 0 
(10) 
Die beiden Walshfunktionen in GI. (9) lassen sich 
unter Berücksichtigung der Symmetrieeigenschaft 
zusammenfassen: 
00 2pg 
f(O) = [I /2p,9] L f(vj2p,9) J wal (m, p,) dp,, (11) 
v=O 0 
m = v EB 0. 
Das Integral der GI. (11) spielt beim Beweis des Ab­
tasttheorems sequenzbandbegrenzter Signale die 
analoge Rolle wie das Integral beim Beweis des Ab­
tasttheorems frequenzbandbegrenzter Signale, dessen 
Lösung zur Spaltfunktion führt (s. Abb. 1). 
t 
Abb. 1. Erzeugung der frequenzbandbegrenzten Funk­
tion f(t) durch Überlagerung der bewerteten Spaltfunk­
tion a. 
Die Lösung des Integrals in GI. (11) ergibt das Ortho­
gonalsystem der Blockimpulse J(O, 2p,9) [5]. 
Damit geht GI. (11) über in 
00 
f($) = [1/2p,9] L f(vf2p,9) J(O, 2p,9) (12) 
v=O 
J(O, 2p,) = { �· 
v (} v+ l 
für -- < < ---
2p,9 - 2p,g 
sonst überall 
(13) 
f(O) kann damit als Überlagerung von Blockimpulsen, 
durch f(vf2p,9) [1/2p,9] bewertet, dargestellt werden. 
Die Erzeugung der Funktion/($) gemäß GI. (12) wird 
durch die Betrachtung eines einzelnen Summanden 
deutlich: 
(14) 
An der Stelle () = vf2p,9 stimmt der Summand wegen 
GJ. (13) mit der Funktion f($) überein. Für 
(} 
= 
(v + l)j2p9, I= ± 1, ± 2, ... wird dieser Summand 
gleich Null. Somit entsteht die Funktion /(0) nach 
GI. (12) dadurch, daß für () 
= vf2p9 der Summand 
fv(O) den Funktionswertf(O) ergibt, alle anderen Sum­
manden sind Null. 
Zwischen den Abtastpunkten [vj2p9 < 0 < (v + 1)/ 
2p9] wird der Funktionswert f($) durch Überlagerung 
der Summanden erreicht. Abb. 2 zeigt eine sequenz­
bandbegrenzte Funktion (2p9 = 8) und ihre Erzeu­
gung durch die Blockimpulse [1/2p9] J(O, 2p9), die 
noch mit/(v/2tJ,9) zu bewerten sind. 
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Abb. 2. Erzeugung der sequenzbegrenzten Funktion f($) 
mit p9 = 4 durch Überlagerung der bewerteten Block­
signale 
Diese Betrachtungen zur Ableitung des Abtast­
theorems für sequenzbandbegrenzte Signale machen 
die Analogie zum Abtasttheorem für frequenzband­
begrenzte Signale deutlich. Die für digitale Signal­
verarbeitung im Sequenzbereich erforderliche Dis­
kretisierung einer ko�tinuierlichen Zeitfunktion muß 
dem Abtasttheorem der Sequenztechnik genügen, 
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wenn kein Informationsverlust auftreten soll. Wird 
die Bedingung fJ � 1 f2t-t9 nicht eingehalten, so treten 
wie in der Frequenztechnik spektrale "Überlappun­
gen" auf, die es verhindern, /(0) verzerrungsfrei aus 
den Abtastwerten zurückzugewinnen. 
Ist f(O) nicht notwendigerweise sequenzbandbegrenzt, 
so kann man bei einer willkürlich festgelegten Se­
quenz t-t9 mit Hilfe der Abtastwerte von f(O) an den 
Stellen fJ 
= vf2t-t9 analog zu GI. (12) die Reihe bil­
den: 
00 
fi.(O) = [l/2!t9} L f(v/2t-t9) J(O, 2t-t9). (15) 
v==O 
Sie stimmt jedoch nur an den Abtastpunkten mit der 
Funktion /(8) überein. Die Reihe fi.(O) interpoliert 
also bezüglich der Abtastpunkte die Funktion f(O). 
Da das Spektrum von jj(O) begrenzt ist, führt dies zu 
einer sequenzbandbegrenzten Interpolation von f(O) 
durch fi(O) (s. Abb. 3). 
f (8) Interpolationspunkte 
2 
0 
0 1/4 1/2 3/4 e 
0 2 3 4 V 
2 JJg 2f.lg 2f.lg 21Jg 2 J-lg 2J-Ig 
Abb. 3. Bandbegrenzte Interpolation von /(0) durch .ft(fJ) 
Für das Sequenzspektrum von fi.(8) gilt: 
00 
Ct(f.l) = L [1/2f.l9]/(v/2t-t9) wal (v, f..t). (16) 
v=O 
Der Wert f(v/2t-t9) läßt sich entsprechend G I. (6) mit 
Hilfe des Spektrums von/(0) ausdrücken: 
21'g 
f(v/2{.l9) = J Cper(f.l) wal (f.L, vf2f.l9) dt-t 
0 
GI. (17) in GI. (16) eingesetzt, ergibt: 
Ci(f.l) = � [1/2t-t9} [
2
J9 Cper(f.l) wal(f..t, vf2f.l9) dt-t] 
v=O 0 
(17) 
x wal (v,f..t). (18) 
3. Das Abtasttheorem für zeitbegrenzte Signale 
Es lautet [5]: 
Ist die Zeitfunktion /(0) im Bereich 0 � () < 209 
(89 = 2k; k = 0, ± 1, ± 2, ... )definiert und außerhalb 
dieses Bereichs identisch Null, besitzt sie ein konti­
nuierliches Sequenzspektrum, das vollständig be­
stimmt ist, wenn man die Werte des Spektrums C(f.l) 
nur bei den diskreten Sequenzen vLit-t im Abstand von 
Lit-t < 1/209 kennt. 
Dieses Abtasttheorem für zeitbegrenzte Signale läßt 
sich analog zum vorigen Abschnitt beweisen. Aus der 
Zeitbegrenzung folgt: 
f(O) = 0 für 0 < 0 und 0 > 209• (19) 
Für das Spektrum des zeitbegrenzten Signals gilt: 
2tlg 
C(f.l) = J f(O) wal (f..t, fJ) d fJ. (20) 
0 
Da das Integral den Zeitbereich 0 > 209 und 0 < 0 
nicht einschließt, kann man sich die Zeitfunk­
tion f(fJ) mit der Periode 209 periodisch fortgesetzt 
denken, /per(fJ). 
Dann gilt: 
209 
C{f.L) = J J;,e.(fJ) wal (f.l, 0) df.l. (21) 
0 
/per(O) kann in eine Walshreihe entwickelt werden, 
deren Koeffizienten ein diskretes Sequenzspektrum 
bilden: 
cx; 
/pe.(O) = L C(i) wal (i, fJ). (22) 
i=O 
Das Bestimmungsintegral für die Koeffizienten 
(Walshtransformation) ergibt: 
20g 
C(i) = [1/289] J hei:(fJ) wal (i, 8) d6. 
0 
(23) 
Tastet man das Spektrum C(f.l) im Abstand Lit-t = 
1/209 ab, erhält man entsprechend Gl. (21) für die 
Abtastwerte: 
28g 
C(iLit-t) = C(i/209) = J /pelfJ) wal (i/209, 0) d(). (24) 
0 
Unter Berücksichtigung der Symmetrie der Walsh­
funktionen folgt aus GI. (23) und GI. (24): 
(25) 
Die Gleichung besagt, daß die Koeffizienten C(i) der 
in eine Walshreihe entwickelten Funktion J;,erCO) 
über den Proportionalitätsfaktor 209 den Abtast­
werten des Spektrums in den Abständen i/209, d. h. 
bei f1 = 0; 1/269; 2/209, . .. gleich sind. 
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Die Werte des kontinuierlichen Spektrums zwischen 
den Abtastpunkten müssen sich wieder aus der Über­
lagerung benachbarter Funktionen ergeben. Aus­
gehend von GI. (22), ergibt sich mit GI. (25): 
00 
/per(O) = L [If20g] C(if20g) wal (i, 0), 
i=O 
(26) 
wenn her(O) allein durch die Abtastwerte im Spektral­
bereich bestimmt sein soll. Mit her(O) entsprechend 
GI. (26) muß das kontinuierliche Spektrum C(p,) voll­
ständig beschreibbar sein, d. h., es muß mit GI. (20) 
und (26) gelten: 
C(p,) = T [1/209] L�
o 
C(i/209) wal (i, ())] 
x wal(p,, 8) d(J 
oder 
00 26g 
C(p,) = [1/209] L C(i/209) J wal (i, 0) 
i=O 0 
x wal (f..t, 8) d(J. 
(27) 
(28) 
Die beiden Walshfunktionen lassen sich zusammen­
fassen: 
00 28g 
C(p,) = [1/209] L C(i/209) J wa l (h, 0) d(J (29) 
oder 
i=O 0 
00 
C(p,) = [1/20g] L C(i/20g) J(p,, 20g). 
i=O 
(30) 
da die Lösung des Integrals in GI. (29) wieder zum 
Orthogonalsystem der Blockimpulse J(p,, 209) führt: 
J( 20 ) = { 209 für i/209 � t-t < (i + 1)/209 ) f..t, 9 0 sonst überall · (31 
Abb. 4 zeigt das kontinuierliche Sequenzspektrum 
einer zeitbegrenzten Funktion /(0) und seine Erzeu­
gung gemäß GI. (30) durch die Blockimpulse [1/209) 
J(p,, 209), die noch mit den Abtastwerten zu multi­
plizieren sind. 
Das Integral in GI. (29) spielt beim Beweis des spek­
tralen Abtasttheorems der Sequenztechnik wieder die 
ähnliche Rolle wie das Integral beim Beweis des 
spektralen Abtasttheorems der Frequenztechnik, 
dessen Lösung zum Orthogonalsystem der Spalt­
funktionen führt. 
C (,_.!) Sequenzspektrum C (!J.) 
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Abb. 4. Erzeugung des kontinuierlichen Sequenzspek· 
trums einer zeitbegrenzten Funktion /(0) durch Über-
Iagerung der bewerteten Blockimpulse 
Zusammenfassung 
Das Abtasttheorem für sequenzbandbegrenzte Zeit­
funktionen und das spektrale Abtasttheorem der 
Sequenztechnik wurden in methodischer Analogie 
zur klassischen Fourieranalysis abgeleitet und be­
wiesen. Es konnte gezeigt werden, daß das ortho­
gonale Funktionssystem der Blockimpulse die ad­
äquate Rolle spielt wie die Spaltfunktionen beim 
Beweis der Abtasttheoreme der Frequenztechnik, 
d. h. daß an die Stelle der Superposition von Spalt­
funktionen in der Sequenztechnik die Überlagerung 
der orthonormalen Blockimpulse tritt. Unter dem 
Aspekt der zunehmenden digitalen Signalverarbeitung 
haben diese Zusammenhänge im Hinblick auf die 
Vermeidung von Informationsverlusten eine besondere 
Bedeutung. 
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